3 FORMALISMO DE INTEGRAL DE
CAMINHO DA TEORIA QUANTICA
DE CAMPOS

A maneira mais intuitiva de passar da mecanica quantica para a teoria
quantica dos campos é seguir a via que normalmente é seguida para passar
da mecanica classica para a teoria classica de campos e que consiste em
considerar que temos um conjunto de particulas pontuais, constituindo uma
rede espacial com uma constante de rede a, em interaccao umas com as
outras, escrever o hamiltoniano, o lagrangeano, as equacoes de movimento,
a decomposicao em modos normais, etc, e obter entao o limite continuo,
fazendo o limite a — 0.

Costuma-se entao referenciar as particulas pela sua posicao & de equilibrio
ou na origem dos tempos, sendo entao o desvio 77 dessa posicao, no instante
t, indicada por 77(Z,t). Desta forma o espaco &, e o tempo ¢, aparecem
imediatamente em pé de igualdade, perdendo a coordenada # (em favor de
7j) o cardcter especial que a mecanica quantica lhe conferia. A relagao de
comutagao [m(t), 7 (t)] = ihoyy,, com [,m = x,y,z, diz assim respeito a
77 (e ao seu momento conjugado). Tal como é caracteristico do formalismo
hamiltoniano, esta relacao de comutacao é, porém, definida para tempos
iguais. A passagem ao formalismo lagrangeano fara, finalmente, o espaco e
o tempo aparecerem de uma forma simétrica.

Usando esta via para a construcao da teoria quantica de campos a con-
strucao do integral de caminho para o operador de evolucao entre os instantes
de tempo t; e ty, faz-se simplesmente construindo simultaneamente o inte-
gral de caminho para cada uma das particulas. Se utilizarmos a aproximacao
discreta para o integral de caminho, obtemos uma rede no espaco e no tempo,
sendo a constante da rede na direccao temporal At = % Em principio, o
limite N — oo deve ser tomado antes de um eventual limite ¢t; — ¢, — oo.

As chamadas teorias na rede utilizam as vantagens de uma constante
de rede finita. Tal como é bem conhecido em fisica do estado sélido, uma
constante de rede finita dd-nos naturalmente um cut-off A = = no espago
dos momenta, os quais ficam restringidos a 1* zona de Brillouin, ao contrario
do que é normalmente feito de uma forma arbitraria para se controlar as
divergéncias ultravioletas, ou seja, devido a grandes momentos, da teoria de
perturbacgoes. Se, além disso, impusermos condicoes periddicas fronteira, o
sistema passa a ser, de facto, um sistema finito, tornando possivel a utilizacao



de técnicas sofisticadas de computacao, do tipo Monte Carlo, por exemplo.
Nestas teorias, comecamos por definir os campos de matéria nos nodos da
rede, tal como foi referido. Ao tentarmos generalizar uma simetria global do
sistema para uma simetria local em que a transformagcao varia de ponto para
ponto, verifica-se ser necessario, tal como nas teorias de gauge no continuum,
introduzir novos campos (de gauge), transformando-se de modo a compensar
a diferenca de transformacgoes em pontos diferentes da rede. Os campos de
gauge aparecem assim associados aos elos da rede. Quando a constante da
rede tende para zero devemos obter formalmente a teoria correspondente do
continuum.

Uma vez obtido o integral de caminho, o problema que se poe é o do seu
calculo e das fungoes de correlacao a ele associadas. Infelizmente, porém, sao
poucos os casos em que € possivel fazer tal cdlculo de uma forma exacta sem
que a accao seja quadratica e o integral gaussiano. E portanto geralmente
necessario recorrer a métodos aproximados e ao desenvolvimento de teorias
de perturbagoes. Para isso, comeca-se por escolher uma parte quadratica da
accao como termo nao perturbado, correspondente a aproximagao de ordem
zero, tratando-se entao a parte restante da ac¢ao como uma perturbacao.
A escolha da parte nao perturbada devera ser feita de uma forma criteriosa
de modo que descreva, mesmo em ordem zero, o melhor possivel o sistema
fisico em questdao (uma transigdo de fase, por exemplo), e que a perturbagao
seja 0 mais pequena possivel. A teoria de perturbacoes é feita usando as
propriedades das médias gaussianas.

O termo nao perturbado da accao pode ser decomposto numa soma de
modos normais desacoplados uns dos outros, ou seja, num conjunto de os-
ciladores harmonicos independentes. Torna-se assim necessario estudar com
um certo detalhe o integral de caminho para o oscilador harménico. Como a
teoria de campos utiliza sistematicamente os operadores de criagao e de de-
struicao, utilizaremos nesse estudo os chamados estados coerentes, pois eles
sao vectores proprios destes operadores.

A teoria de campo para fermioes é feita desenvolvendo um programa
analogo mas usando variaveis classicas que anticomutam, ou seja, as chamadas
variaveis de Grassmann.



3.1 Estados Coerentes

Nesta seccao definiremos e estudaremos as propriedades dos chamados es-
tados coerentes (ou quase cldssicos) do oscilador harménico, os quais sao
extremamente importantes em areas tao diversas como a mecanica quantica
e a teoria quantica dos campos, a Optica quantica, a mecanica estatistica
fora do equilibrio, o estudo dos processos estocasticos, etc. Em mecanica
quantica e em teoria quantica dos campos eles sao tteis na construcao do in-
tegral de caminho e na representacao de operadores por fungoes definidas no
espago de fase, como a representacao holomorfa, associada ao ordenamento
normal, a funcao de Wigner, associada ao ordenamento simétrico ou de Weyl,
o ordenamento antinormal, etc.

Os estados coerentes ou quase classicos do oscilador harmoénico sao aque-
les que mais se aproximam da descricao classica do oscilador harmoénico. Em
mecanica classica a especificagao do estado de uma particula é feita indicando
a posicao e a velocidade ou a coordenada e a impulsao num dado instante
de tempo. Em mecanica quantica nao é possivel especificar simultaneamente
a coordenada e a impulsao, e portanto apenas os seus valores expectaveis
podem ser especificados. A primeira condi¢ao que os estados coerentes (nor-
malizados) |xp > devem satisfazer é portanto

< xp|Zlzp >== (3.1.1)

< xp|plzp >=p (3.1.2)

Estes estados ficam completamente determinados impondo a condi¢ao adi-
cional de o valor expectdavel da energia coincidir com a energia classica,
tomando em consideracao a energia de ponto zero, i.e, exigindo que

p2 Twwg

~ 1

< zp|H|xp >= (% + §mw3x2) +— (3.1.3)
Quando o hamiltoniano é (quanto muito) quadratico, como acontece no caso
do oscilador harmoénico, tanto os operadores & e p como os seus valores ex-
pectaveis seguem as equacoes classicas de movimento. Como consequéncia,
fixando os valores expectaveis de £ e p num dado instante de tempo t = t;,

eles seguirao os valores classicos correspondentes, para t > t;.
Como acontece quase sempre com o oscilador harmoénico, o estudo dos
estados coerentes ¢ feito mais facilmente usando os operadores de destruicao



a e de criacao af, definidos por

1 N A
a=J5(X +iP) (3.1.4)
af = L(X —iP) (3.1.5)
V2
em que
X = /0 (3.1.6)
h
€
~ 1 R
pP= P (3.1.7)

vmhwg

sao operadores adimensionais, e sendo o comutador
[a,a'] = 1. (3.1.8)

O hamiltoniano Y
» p 1 2.2

toma as formas "
H = %(152+X2) (3.1.10)
1
= hwo(aTa+§) (3.1.11)

De uma forma andloga se definem as varidveis classicas (nimeros complexos)

(X +1iP) (3.1.12)

o=

Sl

R %(X —iP) (3.1.13)
correspondentes aos valores expectaveis x e p, que interpretaremos como
coordenadas (complexas) do espaco de fase. Tal como = e p eram varidveis
independentes, também « e o serao consideradas varidveis independentes.

Passando a representar o estado coerente |rp > por |aa® > ou mais
simplesmente apenas por | > (apesar de a e a* serem consideradas inde-
pendentes!), as condigbes (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) passam a escrever-se

< alala >=« (3.1.14)
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< ala'|a >= o (3.1.15)

< ala'ala >= |al? (3.1.16)

Estas condicoes chegam para definir os estados coerentes. De facto, cal-
culando a norma do vector (a — a)|a >,

[(a—a)|a > > =< a(a'—a*)(a—a)|a >=< a|(a'a—a’a—a*a+|al?)|a >= 0

(3.1.17)
concluimos que ela é zero e que portanto (a — o)l >= 0, ou seja, que o
estado coerente |av > é vector préprio, a direita, do operador de destruigao
a, com valor proprio «, i.e.

ala >= aja > . (3.1.18)

e que o estado < a| é vector préprio, & esquerda, do operador de criagio a',
com valor préprio o, i.e.

< ala’ =< ala™. (3.1.19)

Estas equagoes conduzem imediatamente as equagoes (3.1.14), (3.1.15) e
(3.1.16) e podem portanto ser usadas como equagoes de definicdo dos es-
tados coerentes. Elas justificam a conveniéncia em usar estes estados ao
trabalharmos com operadores de criagao e de destruicao.

Temos agora de resolver a eq. (3.1.18). Internando com o vector |n >,
vector proprio do operador niimero N = a'a, e usando o complexo conjugado
de

a'ln >=vn+1n+1> (3.1.20)

obtemos

vn+ le, = acy, (3.1.21)

tendo definido
Cn =< nja > (3.1.22)

A solucao desta equacao é

co (3.1.23)

Para que o estado coerente seja normado, terd de ser

[e¢) 2n
<ala>=e|* ) % = |eof?el?” =1 (3.1.24)

n=0



Escolhendo ¢j real e positivo, temos

co = ezl (3.1.25)
e portanto
1.2 *a
la >=e21°" 37 ﬁ\n > (3.1.26)
n=0 .

Usando a definigao dos estados |n >

In >= 0 > (3.1.27)

obtemos a seguinte expressao para os estados coerentes:

o >= e 2l*Pere|0 > (3.1.28)
ou ainda
la >= D(«a)|0 > (3.1.29)
sendo D(«) o operador
D(a) = exp(a’a —a*a) (3.1.30)
¢m3lal galagmata (3.1.31)

tal como se verifica usando a identidade
ATB = AP 34 (3.1.32)

que ¢ vélida se [[A, B], A] = [[A, B], B] = 0 e notando que e~® 2|0 >= [0 >.
Usando as propriedades dos estados coerentes ¢é facil mostrar que as in-
h

2mwo

certezas na coordenada e no momentum sao respectivamente AX =

e AP = mg“’o, e que, portanto, os estados coerentes minimizam a relagao
h

de incerteza de Heisenberg, i. e, que AXAP = 5. Este facto é por vezes
usado para definir os estados coerentes. O niimero de ocupacao N nao é bem
definido, pois estes estados sdo obtidos por uma sobreposigao (coerente) de
estados com todos os nuimeros de ocupacao, com uma probabilidade dada
por

|O{‘2n

Pn(Oé) = ‘Cn|2 = €—|a\2 ol

(3.1.33)



a qual é uma distribuicao de Poisson, que atinge o méximo para n=parte

inteira de |a|?. A incerteza do operador niimero é AN = |a| e a da energia ¢
AH = hwola|. Quando |a| > 1 as incertezas relativas 2 = L ¢ A% ~ L
\H = hwolal. Q jaf > s = T © s Tl
sao pequenas, o que estda de acordo com o facto de serem estados quase

classicos. Partindo de

e MateMt — gf (—t) = e7™0lgf (3.1.34)
obtemos
efﬂ:lt a> — 67%\a|267i7:ltea7a€i7:ltefi7:lt’0 >
_ 6—\a|2/26a7e*“’0ta€—iwot/2‘O >
e w0t/ gl o (3.1.35)

e concluimos, portanto, que os estados coerentes continuam coerentes seguindo
a trajectéria cldssica, dada por a(t) = e”™oq. O factor e ™%/ resulta da
energia de ponto zero.

Para obtermos a funcao de onda dos estados coerentes, comegamos por
escrever o operador D(«) na forma

D)0> = i(PX-XP) (3.1.36)
o~ 3XPiPX —iXP (3.1.37)

tendo usado de novo a identidade (3.1.32). A fungao de onda do estado
coerente é dada por

Voo (X) = < X|D(ap)|0 >
_ e—iX0P0/2€iP0X€—X06iX¢O(X)
e~ XoP0/2 o Xy (X — X)) (3.1.38)
sendo (X)) a funcdo de onda do estado fundamental, dada por

1 140
%(X):me 2 X (3.1.39)

tal como se conclui facilmente escrevendo a equagao de definigao do estado
fundamental do oscilador harménico

al0 >=0 (3.1.40)
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na representacao X
1

V2

A funcao de onda do estado coerente é portanto dada por

(X + aiX)%(X) =0 (3.1.41)

1 . .
Vo(X) = —WMe‘%(X_Xo)2+zP0X_zX0Po/2 (3.1.42)
_ 11/46,%)(2%/5%)(7é(\ao\%ra%) (3143)
m

A eq. (3.1.42) mostra-nos que a funcgao de onda 1,,(X) do estado coerente
é obtida a partir do estado fundamental 1)o(X) por uma translagao Xy, de
modo a ficar centrada em X, e multiplicando por e7*X o que no espaco de
configuragao corresponde a translagao Fy no momentum. Tal como veremos,
os operadores D(a) caracterizam-se exactamente por este tipo de translagoes.
O factor eXof/2 garante que o overlap com o estado fundamental (X))
seja real e positivo, sendo entao dado por e~ 3lool?,

Por outro lado, vemos também que 1, (X ) é uma gaussiana, o que explica
que a relacao de incerteza de Heisenberg seja minimizada pois, como é sabido,
para que a relagao de incerteza de Heisenberg seja minimizada é necessario
que a funcao de onda seja uma gaussiana, sem qualquer restricao no seu
desvio padrao.

O produto interno de dois estados coerentes é dado por

B2 e & (B)"
<Bla> = e e 2;)77,!
,ﬁ,o‘_@+ﬁ*a
= 23 (3.1.44)
S i C G (3.1.45)

o que mostra que dois estados coerentes nunca sao ortogonais pois
| < Bla > |2 = e 18 (3.1.46)

Outra relacao importante é a decomposicao da identidade em termos de
estados coerentes, dada por

/d2a\a ><al=1 (3.1.47)
em que
dagd
d2aq = ZORT0L (3.1.48)
s



sendo agi e ag as partes real e imaginaria de «, ou equivalentemente

d
; Ff)|xp ><ap| =1 (3.1.49)
a qual se demonstra facilmente usando coordenadas polares, e escrevendo
a = pe? (3.1.50)
dagday = pdpdo (3.1.51)

Temos entao

dagrdag - dagrdor & —laf? ()"
/ - la ><al = / - d e \/—\m >< nj NG
m-I—n 2 d¢

— i(m—n)¢p
Z/ 2pdpe™* m 5 € lm ><n

OO 1
= / due™"u"|n >< n|

m,n=0

m= 0
= Z In >< n|
n=0
= 1 (3.1.52)
tendo usado a relagao de ortogonalidade
27
49 citmnyo _ S (3.1.53)
0 27r

e o integral euleriano de definicao da funcao gama
/ due™"u™ = n! (3.1.54)
0

Como vimos, estes estados coerentes estao associados ao grupo das translagoes
U(1). E igualmente possivel desenvolver estados coerentes e o integral de
caminho associados a outros grupos, como os grupos SU(2) ou O(3) associ-
ados ao spin (ou mais geralmente ao momento angular) e as rotagoes. Em
geral, devido ao facto de os (anti)comutadores da algebra dos operadores
nao serem constantes mas sim operadores, o produto interno desses estados
coerentes nao sao simples exponenciais de formar quadraticas e a medida de
integracao da decomposicao da identidade nao é uma constante. O integral
de caminho nao é portanto gaussiano e o teorema de Wick que encontraremos
para bosoes e fermioes deixa de ser valido, em geral.



3.2 Representacao Holomorfa

Tal como ja referimos, as varidveis a e a* devem ser tratadas como variaveis
independentes. O operador D(«) e os estados | > dependem de facto de
ambas. No entanto, os estados

la> = |a> ez e
— 0 > (3.2.2)
dependem apenas de a. De uma forma analoga, os estados
<af = < alez® @
= < 0e*™
dependem apenas de a*.
O produto interno destes estados é dado por

< Bl >= € (3.2.5)

A partir da equacao (3.1.47) obtemos imediatamente a decomposicao da iden-
tidade em termos destes estados

2
/d—&eo‘*o‘ la><al =1 (3.2.6)
™
e, portanto, a medida de integracdo na representaciao holomorfa é e=®"@.

Estes estados || > e < a||, embora ndo normalizados, continuam a ser
vectores préprios (3 direita e a esquerda) dos operadores a e af, respectiva-
mente, mantendo assim a motivagao para o seu uso.

Ao trabalharmos com um operador qualquer fl, em vez de calcularmos os
elementos de matriz < 6|fl\a > que dependem, em geral, de o, o, 5 e 5%, é
preferivel usar os elementos de matriz < (3||Alja > que dependem apenas de
B* e «, e aos quais daremos o nome de representante A(5*, «) do operador
A na representacao holomorfa. A relacdo com a expressao normalmente
ordenada An(B*, @) que se obtém ordenando normalmente o operador Ae
fazendo a substituicao a' — a* e a — «, é dada por

*

A(B*,0) =< B||Alla >= An(B*, a)e” @ (3.2.7)
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O representante da identidade é dado pelo produto interno dos novos estados
< B[l >= e’ (3.2.8)

Como exemplo, calculemos o representante do operador de evolugao livre
na representacao holomorfa. Para isso, comecamos por notar que, para uma
teoria livre, de hamiltoniano, sem energia de ponto zero, dado por

Ho = woa'a (3.2.9)
os estados coerentes seguem as equagoes classicas de movimento tendo-se
e Mot a >= |e ™0l > (3.2.10)

de acordo com a eq. (3.1.35).
O representante do operador de evolugao para uma teoria livre na repre-
sentacao holomorfa é portanto dado por

—i’):[o(tf—ti)

Ko(af,tyait;) = < aglle
|1]|6_iw°(tf_ti)ozi >

ate woltr—ti) .

o; >

= <oy

uma simples exponencial quadrética.

Em geral, a equacao de evolucao do representante do operador de evolugao
é

D Kottty = [ 2B FHn(ak, B) K (a" by anty)  (3.2.12

Z@tf (af tpa,ty) = / Be n(a}, B)e (o, tr;aqt;)  (3.2.12)
a qual se obtém facilmente a partir da equagao de evolucao do operador de
evolucao.

A representacao holomorfa estd intimamente relacionada com o produto
normalmente ordenado. De facto, de acordo com a eq. (3.2.7), a passagem do
representante para a expressao normalmente ordenada faz-se simplesmente
multiplicando por e® ©. E possivel desenvolver outras representacoes em
particular as representacoes simétricas e antinormalmente ordenadas. Como
os operadores D(«) se podem escrever facilmente nestas diferentes formas,
eles desempenham um papel fundamental no desenvolvimento das diferentes
representacoes e na passagem de uma para as outras.
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3.3 Integral de caminho para operador de evolugao na
representagao holomorfa

Usando a decomposicao da identidade em termos dos estados coerentes e a
expressao para o seu produto interno, a construcao do integral de caminho
para os elementos de matriz do operador de evolucao é imediata. Seguindo
a via ja anteriormente usada, comecamos por escrever

K(ah tpant) = < aplle ™9, >=< aj||(e" "3V || oy >
N-1 . N-1 .
_ / T Pare % I] < apalle ™ ax > (3.3.1)
k=1 k=0

em que At = % Passando a usar o hamiltoniano normalmente ordenado,
H = ﬂN(aT, a), e conservando os termos até a ordem 1/N apenas, temos

< aparlle T >~ < apn]|(1 — iHAY) ||ay, >
< Oék+1’|7‘f||06k >

= <ap|illar >[1—i - At
< gy 1o >
= < appllflar > [1 —iHa (] 0q)) L]
~ b0k TN (O] o) U (3.3.2)

tendo usado as equagoes de definicao dos estados coerentes.
Obtemos assim o seguinte integral de caminho para o operador de evolugao
na representacao holomorfa

K(aj tropt) = <apl|U(tyti)lles >

N-1
= lim / I & exp(é(ozNozN,mLalao))
k=1

N—o0

exp (3 Xl = oo — 0 — )
k=0

N-1 .
—1 Z HN(OéZ_i_lOék)At) (333)

k=0

- /D2 eXp(%(Oé;Oé(tf) + o’ (ti)v))

tr 1 do* Lda . .
exp </t1 (5( 7 a—« E) —iHy(« ,a))dt>3.3.4)
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tendo definido

N-—1
D’a = lim [] d®ou (3.3.5)
N—oo 1
¢ d
Q . A1 — O
i T 3.
dt NS At (3:36)
A7 _ i QL — Ok (3.3.7)

dt N—o0 At

Depende de facto apenas de «;, o} e nao de o, ay. As varidveis a e
a* sao independentes. As trajectorias para o calculo do integral de caminho
satisfazem as condigoes fronteira do; = da} = 0, sendo portanto a(ty) e
a*(t;) os valores que a e a* formam para t = t; e t = t; respectivamente, nao
sendo portanto variaveis independentes.

Estas condigoes fronteira estao de acordo com as que se obtém para as
equacoes de movimento ao derivarmos as equacoes de Dyson-Schwinger ou ao
fazermos a aproximacao da fase estacionaria. Ao variarmos as trajectorias,
a variacao da acc¢ao, incluindo os termos fronteira, é dada por

6iS = (daf)a(ty) +a*(t;)oa;
ot da OH do*  OH
[ B0~ g+ G~

)saldt.  (3.3.8)

As equagoes de movimento (validas em médias apenas, no caso das equagoes
de Dyson-Schwinger) sao dadas por

do oH
— = 3.3.9
at Ja* ( )

da* OH
—— = — 3.3.10
at Oa ( )

com as condigoes fronteira

ooy = 0 (3.3.11)
day = 0 (3.3.12)

E interessante notar que os termos fronteira no integral de caminho na rep-
resentacao holomorfa sao os necessarios para, conjuntamente com os termos
obtidos por primitivacao por partes vindos do integral no tempo, obtermos
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estas condigoes fronteira. As quantidades a(ty) e o*(t;) sdo assim obtidas
resolvendo as equacoes de movimento com as condigoes fronteira, de modo
a determinarmos as solugoes a(t) e a*(t) e fazendo entao t = ty e t =,
respectivamente.

3.4 Fermioes e Variaveis de Grassmann

Até aqui temos estado a considerar apenas o tratamento de bosoes. Os
fermides, que sao caracterizados por relagoes de anticomutacao em vez de
relagoes de comutacao, podem ser tratados de uma forma analoga. Para
isso, é necessario introduzir variaveis classicas que anticomutam, ou seja, as
chamadas variaveis de Grassmann.

As variaveis de Grassmann «; e «f definem-se pelas suas propriedades
algébricas

{Oéi, Oéj} =0 (341)
{aj,aj} =0 (3.4.2)
{ai, a5} =0 (3.4.3)

Como consequéncia, o quadrado de uma variavel de Grassmann € zero, e qual-
quer funcao de um numero finito de variaveis de Grassmann é um polinémio,
sendo o mondémio de grau mais alto aquele que tem o produto de todas as
variaveis.

As relagoes de anticomutacao das eq. (3.4.1) e (3.4.2) e, em particular,
da eq. (3.4.3) podem-se motivar argumentando que, se na defini¢ao dos
operadores de criacao a;-r e de destruicao a; para fermioes, nao tivéssemos
absorvido a constante de Planck (& semelhanca do que fizemos no caso de
bosdes) eles teriam anticomutadores dados por

{ai,al} = héy; (3.4.4)

e que, no limite A — 0, terfamos variaveis classicas satisfazendo as referi-
das relagoes de anticomutacao. Outro argumento é dizer que as funcgoes de
correlacao de fermides sao antisimétricas na troca de dois campos e que a
introducao de fontes que anticomutam conduzirao automaticamente a este
resultado, tal como veremos. Finalmente, a relagao entre (anti)comutadores
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e paréntesis de Poisson da mecanica analitica é também mantida usando estas
variaveis.

As operacoes envolvendo variaveis de Grassmann definem-se de forma a
respeitar sempre que possivel as regras usuais. Assim, a soma de varidveis
de Grassmann e a multiplicacao de varidveis de Grassmann por nimeros
complexos nao requerem definicoes especiais. O complexo conjugado faz
corresponder a cada variavel a a variavel a* de acordo com

(@) = «a

e, tal como o conjugado hermitico dos operadores, inverte a ordem do pro-
duto. Uma variavel de Grassmann diz-se real se coincide com o seu complexo
conjugado.

A diferenciagao segue as regras usuais, tendo-se de manter, porém, a
ordem relativa dos factores (tal como acontece no produto externo, por ex-
emplo) de acordo com

d(af) = (da)p + a(df) (3.4.7)

Na derivacao temos, porém, de indicar por que lado foi retirada a diferencial
da variavel em ordem a qual se derivou. Temos portanto de distinguir entre

derivadas esquerdas P /Oa e direitas P /Oa conforme a diferencial da tenha
sido movida para a esquerda ou para a direita. Assim por exemplo, temos

9 (aB)
9 (af)

A integracao continua a gozar das propriedades usuais de linearidade. Uma
propriedade extremamente importante dos integrais usuais é a invariancia
para translagoes na variavel de integracao i.e. a propriedade

/OO f(x —a)dx = /OO f(z)dz (3.4.10)

—00 —00

Embora a integragao para variaveis de Grassmann seja definida como uma
operacao formal que a cada funcao dessa variavel faz corresponder em ntimero
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e, em particular, nao faga sentido falar de dominio de integragao, a integracao
para variaveis de Grassmann, por definicao, é invariante para translacoes,
tendo-se

[ fla= By = [ f(a)da (3.4.11)

0 que nos permitird, em particular, calcular integrais gaussianos “comple-
tando o quadrado”. Como consequéncia da eq. (3.4.11), temos

/(a—ﬁ)da:/ada—ﬂ/da:/ada

e portanto terd de ser
/ do = (3.4.12)

bem como
/ do* = (3.4.13)

que pode ser obtida por conjugacao complexa da relacao anterior. Como
a? = 0, s6 nos resta definir [ ada. No caso de varidveis de Grassmann reais
¢ a definicao natural a usar é

/ cdC =i (3.4.14)

tendo fixado arbitrariamente uma constante real e positiva. No caso de cam-
pos complexos podemos usar esta definicao para os integrais das suas partes
real e imaginaria. Alternativamente podemos definir

/ada ~ 1 (3.4.15)

/da*a* — 1 (3.4.16)
Definindo

d*a = dada* (3.4.17)

o unico integral diferente de zero, envolvendo « e o, serd finalmente dado
por

/a*adada* =-1 (3.4.18)

que usaremos repetidamente. FEste mesmo resultado teria sido obtido se
tivéssemos partido dos integrais das partes real e imaginaria, usando a regra
de mudanca de variaveis de integracao, que passamos a analisar.
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A mudanca de variaveis de integracao é feita de um modo semelhante
ao usual, com a diferenca de que em vez de se multiplicar, divide-se pelo
jacobiano da transformacao i.e, temos

oo, 4 .
J f@)da = [ fa@)lgl s (3.4.19)
A demonstracao para uma transformacao linear da forma

sendo A;; nimeros complexos, ¢ imediata, pois como
10 ... 0y = det A ﬁlﬁg c ﬁn (3421)

para que se tenha simultaneamente

1= /a1a2 cocapday, .. dog = (det A) /ﬁl . Buday, ... do (3.4.22)

1= / BiBa - BB . .. dBadfy (3.4.23)

devera ser

doy, . ..day = (det A)~' dB, ...dB, (3.4.24)

Pode-se mostrar que para transformacoes de coordenadas mais gerais o re-
sultado da eq. (3.1.80) continua a ser valido.

Esta propriedade é particularmente importante pois estd associado a in-
troducao dos chamados campos “fantasmas” e ao desenvolvimento das teo-
rias supersimétricas em teoria quantica dos campos, e no estudo de sistemas
desordenados, em fisica da matéria condensada.

As variaveis de Grassmann e os operadores fermiénicos anticomutam,
tendo-se

{a",a} = {d", 0"} = {a,a} = {a,a*} =0 (3.4.25)
Finalmente, se definirmos que
al0 >= 0> « (3.4.26)

concluimos, usando a primeira das relagoes de anticomutagao das eq. (3.1.86)
que
all >=—[1 >« (3.4.27)
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mostrando o cuidado que devemos ter ao introduzirmos um conjunto minimo,
i.e, coerente e nao redundante, de definicoes, a partir das quais definimos as
outras relacoes.

3.5 Estados coerentes para fermioes

Vimos que os estados coerentes eram particularmente tteis na construcao do
integral de caminho para bosoes pois eles eram vectores proprios a direita e
a esquerda dos operadores de distribuicao e criagao, respectivamente.

A fim de desenvolvermos um formalismo semelhante para fermides comecaremos
por introduzir os estados coerentes para fermioes, os quais, tal como ante-
riormente, sao vectores proprios dos operadores de criacao e de destruicao.
Comecaremos igualmente por considerar apenas um tnico grau de liberdade
fermidnico, fazendo depois a passagem para muitos graus de liberdade.

O estado coerente |a > satisfaz assim, por defini¢do, a equagao

ala >= aja > (3.5.1)

sendo a o operador de destruicao fermiénico e a uma variavel de Grassmann
(e ndo um numero complexo).
Fazendo o produto interno com os estados |0 > e |1 >, obtemos

< lla >=a < 0la > (3.5.2)

a<lla>=0 (3.5.3)

Escolhendo < 0o > real e par em «, o, i.e, da forma
< Ol >=u 4 va*«
com u real, positivo e v real, obtemos imediatamente
< 1la >=ua
Para que o estado coerente seja normalizado, tera de ser

<ala>=u?+u(u+ 2v)a*a =1
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ouseja, u=1,v = —%. O estado coerente é finalmente dado por

1 1
o> = (1-— 504*04)]0 > —a|l >=(1- 504*04)(1 +a'a)|0 >

= e 3% %0 > (3.5.4

etlaatel > (3.5.5)

As duas tltimas expressoes sao formalmente iguais as obtidas no caso dos
bosoes. Analisaremos mais tarde a razao deste facto.
Usando uma destas equagoes e a eq. (3.4.27) é facil verificar que

Bla>=|a>f (3.5.6)

O produto interno de dois estados coerentes é dado por

<Bla> = (1- 3401~ ga'a) + o

— 6—%ﬂ*ﬁ—%a*a+ﬂ*a 3.5.7
_ i —a)a—tp(5-a)
De novo as duas ultimas expressoes coincidem com as obtidas no caso de
bosoes.

Finalmente, é facil verificar que a identidade pode também ser decom-
posta usando os estados coerentes, tendo-se

1
/|a ><|da=Y|n><n|=1 (3.5.9)
n=0

A construcao do integral de caminho para bosoes feita das eqgs. (3.1.54)
até a eq. (3.1.62) usou apenas as egs. (3.1.18), (3.1.19), (3.1.45) e (3.1.51) e
que formalmente sdo as mesmas que as egs. (3.1.89) e complexo conjugado,
(3.1.96) e (3.1.97). Concluimos assim que aquela derivacao é igualmente
valida para fermioes desde que as varidveis classicas que ali apareciam sejam
interpretadas como varidveis de Grassmann.

0iS = (bajf)a(ty) +a*(ti)oa;

M da IH do*  OH
“/ti b (i = 2 2) o+ (=i = o o)daldt. (3.5.10)
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QL
Q
@l
2

da* 57:(
- = 2= 5.12
! dt Oa (3.5.12)

3.6 Comparacao entre os estados coerentes para bosoes
e fermioes

Vimos que havia profundas analogias entre as propriedades dos estados coer-
entes para bosoes e fermides. Elas resultam do facto de o (anti)comutador dos
operadores correspondentes ser um nimero (e nao um operador) em ambos
0S €asos.

Os estados coerentes sao obtidos por ac¢ao do operador
D(a) = e*'omo7 (3.6.1)
no vacuo |0 >, o qual satisfaz
al0 >=0 (3.6.2)

No caso dos bosoes, a e a* sao numeros complexos e no caso dos fermioes
sao variaveis de Grassmann. O operador D(«) e consequentemente o estado
coerente | > é de facto fungao nao s6 de o mas também de o*, sendo « e
o variaveis independentes.

A expressao da eq. (3.1.98) para o operador D(«) é a expressao (anti)simétrica
ou de Weyl, pois, desenvolvendo a exponencial em série de poténcias, obtemos
uma expressao (anti)simétrica em a, a'. Usando a identidade

oA+B _ A B~ 5[AB] (3.6.3)
a qual ¢é valida se
[4,[A, B]] = [B, A, B]] = 0 (3.6.4)

verificamos que o operador D(«) também pode ser escrito da forma

*

D(Oé) — ef%a aeaTaefa*a

e-l—%a*ae—a*aeafa
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que é respectivamente a expressao ordenada normal ou antinormalmente,
pois, por desenvolvimento em série, obtemos produtos ordenados normal ou
antinormalmente, respectivamente.

O comutador para a eq. (3.1.100) pode ser obtido usando as identidades:

[AB,C] = A[B,C]—[C,AlB 6.
— A{B,C}-{C,A}B (3.6.8)

[A,BC] = [A,B]C — B[C, A] (3.6.9)
= {A,B}C - B{C, A} (3.6.10)

O paralelismo entre os estados coerentes para bosoes e fermioes, decorre
da invariancia destas expressoes ao substituirmos comutadores por antico-
mutadores (e vice-versa).

Estas expressoes podem ser combinadas para obtermos

[AB,CD] = A[B,C|D — AC|D,B] — C[D, A|B + [A,C]DB (3.6.11)
— A{B,CYD — AC{D, B} — C{D, A}B + {A, C} ID3%.12)

ou equivalentemente

[AB,CD] = A[B,C|D + CA[B,D] - C[D,AlB — [C,A|BD (3.6.13)
A{B,CYD + CA{B,D} — C{D, AYB — {C, AYBE6.14)

Diferenciando as egs. (3.1.102) e (3.1.103) em ordem a a* e v ou usando a
identidade

e*Be ™ = B+ [A, B] + %[A, [A, B]] + - - (3.6.15)

verificamos que os operadores D(«) estao associados as translagoes, pois
D Y a)aD(a) = a+ « (3.6.16)
D (a)a'D(a) = a' + o (3.6.17)

o que justifica os resultados obtidos ao calcularmos a funcao de onda do
estado coerente para bosoes ¢, (z), dada pela eq. (3.1.38). S&o estas pro-
priedades que justificam que os estados coerentes sejam obtidos a partir do
véacuo por accao dos operadores D(«). De facto, multiplicando a direita (ou
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a esquerda) a eq. (3.6.16) ou (3.6.17) pelo vacuo, obtemos imediatamente
as equacoes de definicao dos estados coerentes como vectores préprios dos
operadores de destrui¢ao (ou de criagao).

O produto de dois operadores D(3) e D(«) dado por

D(3)D(e) = D(8 + a)ez@ =0 (3.6.18)

esta de acordo com esta propriedade de translacao pois a parte uma constante
multiplicativa (de importancia fundamental no desenvolvimento do integral
de caminho) é o operador D(+ «) cujo argumento é a soma dos argumentos
dos factores. Como consequéncia desta propriedade de translagao, o estado
D(f)|a > é vector préprio do operador a com valor préprio 3 + « pois

D(B)|a >= e @3 4 o > (3.6.19)
Finalmente, o produto interno de dois estados decorre da eq. (3.5.18) pois

< Bla> = <0|D(-B)D(a)|0 >
— 3@ B=pa) ;—5(=f"+a")(~f+a)

—  38B-taa+pa (3.6.20)

tal como encontramos anteriormente.
A decomposicao da identidade resulta de em ambos os casos termos

/e—a*ad% ~1 (3.6.21)

sendo d?a dado pelas eqgs. (3.1.48) e (3.1.17) e consequentemente, usando a
invariancia para translacoes, temos

/e_a*aa”(a*)md2a = nldpm (3.6.22)
(comn =0,1,2,... no caso de bosoes e n = 0,1 apenas, no dos fermioes) o
que conduz a
2 o —lo*a ata 2 a*a —La*a
la>da<al = [e 2% "0 > d°a <0]e” “e 2

m

t\n
(a) |0 > /e’o‘ o (o) "d*a < O\Q—
n! m!

n,m

= Y |n><n|=1 (3.6.23)

n

Verificamos assim, que a semelhanca formal que tinhamos encontrado
entre bosoes e fermioes tem, de facto, uma razao profunda.
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3.7 Integral de caminho para uma teoria livre

Tal como ja foi referido, em geral nao é possivel resolver exactamente um
problema com interaccoes, sendo necessario recorrer a métodos de aprox-
imacao. No caso de bosoes e fermioes toma-se normalmente como teoria
livre a parte quadratica do hamiltoniano e a parte restante como interaccgao.
No préximo capitulo comecaremos a discutir formas de tratar as interacgoes.
Consideremos agora uma teoria sem interaccoes. Como os diferentes mo-
dos normais estao desacoplados, consideremos apenas um deles, com energia
hwy. Juntando um termo de fontes 1, n* o seu hamiltoniano é dado por

H/h = woala — n*a — a'n (3.7.1)

Sendo o hamiltoniano quadratico o integral de caminho é gaussiano e pode
ser calculado exactamente, sendo dado pelo produto de dois factores: uma
exponencial, dada pelo ponto de estacionaridade da accao e um prefactor que
se obtém calculando o determinante da parte quadratica da accao. O ponto
de estacionaridade da accao obtém-se resolvendo as equacoes de movimento,
que para o hamiltoniano da eq. (3.6.1) tomam a forma

d
d—‘;‘ = —iwoar + i (3.7.2)
d *
% = jwpa® — in"* (3.7.3)
com as condigoes fronteira a(t;) = a;, a*(ty) = a}. A solugdo é dada por
. t , ,
at) = emwolt-tg, 4 Z/ dt' e~ 0t (3.7.4)
t;
. ty . /
a*(t) = a}e_WO(tf_t) —1—2'/ dt'n*(t')ew‘)(t_t) (3.7.5)
¢

o qual mostra que «(t), a*(t) sao varidveis independentes. A accao é dada
por

) 1
%50 = glajalty) +a’(tia) (3.7.6)
tr 1 do* d
/tzf[é( ;; a— Oé*d_?) —iwp v + i o +ian|dt (3.7.7)

1 1 st
- 5(0{}0&(1:]0) +a* () + 5 / f(n*oz + a’n)dt (3.7.8)
t;
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tendo usado as equagoes de movimento. Substituindo as solucoes dadas pelas
egs. (3.6.4) e (3.6.5) e usando a identidade

tf tf tf t
/ dt / A F(t,1) = / dt / At F(t', 1) (3.7.9)
t; t t; t;

obtemos finalmente que

l i ¢
=Sy = aje iwolty =t o,

h
. ly o (£ ot [ty oy
+ZO(? /t dteflwo( f— )n(t) +1 /t dt??* (t)efuuo( _ Z)Oéi

ty t : ’
dt [ dt'n*(t)e =) (3.7.10)
t; t;
O resultado da eq. (3.2.9) dispensa-nos do cdlculo do determinante da parte
quadratica da accao, o qual, no entanto, pode ser facilmente calculado usando
a aproximacao discreta para o integral de caminho e escrevendo

ToAN1ON-1 T _041041 Z < (1 — ) — gy (@ — )] — WOAWMP@'}'H)

na forma —%o/onz, em que

1 0 0 N
T (—1 + iwAt) 1 0 o
A=—(ai-ajy) 0 (=1 +iweAt) 1
0 . | AN-1
(3.7.12)

ea’ = ( aj---ay_; ) O determinante desta matriz é um, mesmo para wy #
0. A equacao aos valores préprios é dada por

a1 = /\Oél (3713)
(1= XNag = (1 — iwgAt) o1, (3.7.14)
para k =2, — — —— N — 1. Definindo oy = 0, a eq. (3.6.10) pode ser obtido

do caso geral, fazendo k = 1. Para A\ # 1, oy = 0 implica oy = 0, para
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k=1,...,N —1. O tnico valor proprio é portanto A = 1. O vector préprio
(normalizado) correspondente é

o O

(3.7.15)

»—tO:
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