TOPICOS de MATERIA CONDENSADA
Mestrado em Engenharia Fisica Tecnologica
Série 1

1. Para um espaco vectorial de dimensao n, definem-se os simbolos com-
pletamente anti-simétricos €;,. ;, = €17 iguais a 1, se iy ---i, for uma
permutacao par de 1,2, .-, n, iguais a —1, se for uma permutacao impar, e
iguais a 0, se houver indices repetidos.

Analogamente, definem-se os delta generalizados de Kronecker, 5;1 ;’”
com m < n, completamente anti-simétricos nos seus indices, iguais a 1,
se i1 -1, for uma permutacao par de j;---j,, iguais a —1, se for uma
permutacao impar, e iguais a 0, nos outros casos.

a) Mostre que
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b) Mostre que, partindo de &5 e contraindo sucessivamente um ndice,
iremos obtendo 1,2, ---,n vezes o delta generalizado seguinte, obtendo-se no
final §;! " = nl!
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c¢) Particularize para n = 3 e obtenha
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Referéncia: I. S. Sokolnikoff, Tensor Analysis, John Wiley & Sons, Inc.



2. Considere dois spins %

a) Mostre que os estados de spin total S = 1, com m = —1,0,1 séo
simétricos para a permutacao dos dois spins e que o estado de spin total
S =0, com m = 0, é anti-simétrico.

b) Expresse o operator de troca em termos do operador §; - 5.

3. Considere um sistema de N particulas, que poderao ser spins J ou
fermioes com ou sem spin, com condic¢oes peridédicas fronteira.

a) Quais s@o os valores possiveis do momento? Indique quais sdo as
funcoes proprias do operador das translacoes e discuta a divisao do espaco
de Hilbert em conjuntos irredutiveis.

b) Admitindo que o Hamiltoniano é invariante para translacoes e que N
ou S, também sao conservados, indique uma base conveniente de fungoes de
onda.

4. Considere um sistema de N particulas, descritas pelo grau de liberdade
¢j,7=20,1,---,N—1, com condicoes fronteira periédicas, i.e. ¢;1n = ¢;. As
particulas estao afastadas entre si de uma distancia a, pelo que a coordenada
da particula j é z; = ja. Defina L = Na.

a) Defina a transformada de Fourier
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indicando os possiveis valores do momento k. Obtenha a férmula de in-
versao desta transformada e indique a(s) relagde(s) de ortogonalidade (ou de
conjunto completo) envolvida(s).

b) Considere os limites i) N — 00, a fixo, ii) a — 0, N — oo, com L fixo,
iii) a — 0,L — oo, e obtenha as expressoes da transformacao de Fourier
directa e inversa. Dé exemplos de aplicacao de cada um dos casos obtidos.

Indique também a forma que as relacoes de ortogonalidade ou de conjunto
completo tomam, nos diferentes casos, obtendo expressoes para as séries ou
integrais de Fourier do simbolo de Kronecker ou da fungao delta de Dirac (ou
do pente de Dirac).

¢) Ao escrever um programa em FORTRAN como implementa a enu-
meracgao de 0,1,---, N — 1 ou, mais geralmente, uma enumeracao que nao
seja de 1 a N?



5. Mostre que se, na transformada discreta de Fourier,
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em que [,k =,0,1,---,N — 1, o nimero de pontos, N, for par, se pode
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separando as somas nos pontos pares e impares.

A transformada de Fourier fica assim decomposta na soma de duas trans-
formadas de Fourier para um sistema com metade do tamanho (e multi-
plicacdo por uma fase), reduzindo a complexidade do seu célculo. A Fast
Fourier Transform baseia-se nesta ideia.

Referéncia: W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky and W. T.
Vetterling, Numerical Recipes, The Art of Scientific Computing, Cambridge
University Press, 1988.

6. a) Numa rotagao infinitesimal um vector A transforma-se de acordo
com §A = Opm X Aem que 0¢ ¢é o angulo infinitesimal de rotacao e 77 o eixo
da rotacao. Mostre que os geradores L das rotacoes, em coordenadas carte-
sianas, sao portanto representados pelas matrizes L;k = —ic* Verifique
que estas matrizes constituem uma representacao de momento angular com
| = 1, verificando que as relagdes de comutacio [Lf, L/] = ic* L* e a relagao
L2 = 2, sao satisfeitas, e verlﬁcando que esta é a forma que os operadores
L = 7 x j tomam na base 1;(7) = z'.

7. a) Mostre que as representagoes de spin % das rotagoes podem ser
escritas da forma

em que ¢ sao as matrizes de Pauli e o vector 77 é unitario, |7i|*> = 1, usando
(a.0)* = |al>.

b) Mostre que as representacoes de spin 1 das rotagoes podem ser escritas
da forma
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em que as componentes de L sdo dadas por Li = —i€y, € o vector 7
é unitério, |7i|> = 1. As matrizes 6/, sdo definidas por (5le = MmNy, e
§h = Oy — 01 Verifique que (73.L)? = 6+ e que (i.L)6*+ = . L.
Particularize para uma rotagao em torno do eixo dos z.
¢) Mostre, usando o resultado da alinea b), que o operador momento
angular J na representacao J tem, em virtude de ser um operador vectorial,
de satisfazer a
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verificando que o lado direito da equagao é o vector obtido rodando J em
torno de 7 por um angulo ¢.

Verifique explicitamente esta relacao para spin % usando os resultados da
alinea a).

8. No estudo do momento angular é conveniente definir as componentes
esféricas S* = $7 +iS¥ e SO = $7 de um vector S.

a) Verifique que se tem S = (S~ + ST),5Y = (S~ — S*), de onde
resulta que S = S, 5%, = Ste. + 8¢, + 5%, em que se definiu €y =
%(e} +i€,), € = €, e usou a notagdo & = —a, com a = 0, +1.

b) Verifique que estes vectores satisfazem é3 = 1,6, - €y = 0,2 = 0 e
€} - €_ = 1, tendo-se portanto S* = 2¢, - SeS0=¢-S.

Verifique também que €_ x €, = €y e €L X ¢y = *ieyL. Esta tltima
relacdo mostra que os vectores €3 sao vectores préprios do operador i€y X,
com valores préprios +1, o que estd de acordo com o exercicio sobre as
rotacoes a trés dimensoes. O outro vector proprio é o préprio vector €y, com
valor préprio 0.

c¢) Verifique que os produtos interno e externo de dois vectores a e b sdo
dados respectivamente por
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d) Verifique que os factores 2 das férmulas anteriores seriam evitados
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usando vectores e componentes normalizados 575 e v/2€,. Em particular, as

formulas para os produtos interno e externo podem reescrever-se como
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e) Escreva a equagao de precessao de um spin S num campo magnético
H

ds = =
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na base esférica.

9. Considere os operadores J = J, +1iJ, e J_ = J, —iJ,, onde J,, J,, J,
sdo as componentes do operador momento angular e [jm; > os vectores
préprios de J?, J,.

a) Prove que satisfazem as relagoes de comutacao [J2, J,] =0, [J?, J_] =
0, [, Ji] =hdy, [J., J-] = =hJ_, [y, J_| = 2hJ,.

b) Obtenha as equacdes que exprimem a acgao de Ji e J_ em |jm; >.

10. a) Mostre que qualquer matriz do grupo SU(2), de dimensao 2 x 2, é

da forma
(o =p
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em que a, 3 sdo niimeros complexos que satisfazem |o|* + |3 = 1.

b) Mostre que para a rotacdo U(¢,7) = e "2, de um angulo ¢ em torno
do vector 77, se tem o = cos% — icos@sin% e = —isinfe'¥ sin %
/

c) Mostre que se dois spinores A = ( z ) e N = < Z, ) verificarem
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N = UA, entdo os spinores A = verificam também
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a mesma relacao.
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S = 7, de spin %, segundo o vector 77 = (sin d cos ¢, sin sin @, cos §), é dado

por
g 1 cosf  sinfe
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11. Mostre que o operador S, = 7 - S componente do operador

Determine os valores e vectores préprios deste operador.

12. Mostre as seguintes relagoes:

a)
_1
A+B A_B_—1[A,B]

se se verificar

[[A,B],A] =[[A,B],B] =0

b)
al F(N) = F(N = Dl

af (N =1) = f(N)a

em que a, a' sdo operadores de destruicao e de criacido bosénicos ou fermidénicos
e N =a'a.
c)
J+f(Jz) = f(Jz - 1)J+

em que Ji,J, sao operadores de momentum angular.

13. Construa os invariantes até a quarta ordem no parametro de ordem,
e segunda ordem nas derivadas espaciais, para os seguintes sistemas:

a) Um sistema com um parametro de ordem com seis componentes reais,
com simetria de troca e de reflexao nas componentes.

b) Um sistema com um parametro de ordem com seis componentes reais,
com simetria de reflexao e de rotagao no espaco de spin a seis dimensoes. As
rotacoes de spin sao independentes das rotagoes espaciais.

¢) Um sistema com dois parametros de ordem, cada um com trés com-
ponentes reais. A simetria consiste nas rotacoes tridimensionais de cada



parametro de ordem separadamente. As rotagOes espaciais sao indepen-
dentes.

d) Um sistema como em c¢) mas em que os dois parametros de ordem
rodam em conjunto.

e) Um sistema como em c¢) mas em que as rotagoes dos parametros de
ordem sao induzidas pela rotacoes das coordenadas espaciais.

14. Uma cadeia de N particulas de massa m, com condicoes fronteira
periddicas, estd em repouso quando as particulas estao separadas de uma
distancia a. Expandindo a energia potencial do sistema em poténcias dos
desvios, 7;, das coordenadas, para fora da posi¢ao de equilibrio, obtemos:

V= —% Z Cijnings

1)

com C}; = C}j, e tendo escolhido como zero da energia o valor da energia no
ponto de equilibrio. Como o sistema é invariante para translacoes, verifica-se
que Cij = C(’L - j) = Cj—i~

a) Obtenha as equagdes de movimento. Por transformagido de Fourier,
introduza os modos normais de vibracao. Obtenha a relacao de dispersao
wi=—Cyem que Cy =%, _, e 1@ )C;.

Verifique que o Hamiltoniano e o Lagrangeano ficam completamente de-
sacoplados nas novas variaveis (modos normais de vibragao).

b) Dada a invariancia para translagoes do espago, um deslocamento ar-
bitrario de uma dada solugao das equacoes de movimento devera ser também
solucdo. Verifique que terd de ser Cy = 0, implicando o anulamento de Wy
quando ¢ — 0, ou seja, a existéncia de um bosao de Nambu-Goldstone.

¢) Use a identidade 2m;n; = n? + 7]J2- — (n; —n;)? para reescrever o potencial

na forma m
ij

Interprete fisicamente. Obtenha de novo as equagoes de movimento e a
relacao de dispersao, na forma wg =Cy— C’q.

d) Generalize para um sistema de dimensao d.

e) Considere o limite continuo a — 0.



