TOPICOS de MATERIA CONDENSADA
Mestrado em Engenharia Fisica Tecnologica
Série 2

1. Um sistema quantico magnético é perturbado acoplando-o a um campo
magnético externo, de acordo com o Hamiltoneano

§H = —h(t)- S

Mostre que a alteracao da magnetizacao ¢ dada, na chamada resposta
linear, por

Sm(t) =6 < Sp(t) >= % dt’ < [Sy(t), Sy(t) - h(t)] >
t;

em que < --- > representa a média com a matriz densidade. Obtenha a

expressao da susceptibilidade.

2. Considere um oscilador harménico for¢ado, com o Hamiltoniano dado
por
2
1
H= 2p—m + §mw§m2 — f(t)x.

a) Resolva as equagoes de movimento, com as condi¢oes iniciais z(t;) = x;
e p(ti) = pi.

b) Calcule os comutadores [z(t),z(t')] e [z(t),p(t')]. Verifique que, por
derivacao do primeiro comutador em ordem a t’, se obtem o segundo.

c) Se a forca externa f(t') for variada, qual é a variacao da coordenada
x(t)? Relacione com o comutador [z(t),z(t')] e com a teoria da resposta
linear.

3. Considere um oscilador harménico, com massa m e frequéncia cara-
cteristica wy, em equilibrio termodinamico a temperatura 7', mas em que, no
instante de tempo t = 0, a frequéncia caracteristica passa a ser wy.

Calcule a fungao de correlagao (x(t)z(t')).

4. As relacoes de Kramers-Kronig, traduzindo o principio da causalidade,
relacionam a parte real e a parte imagindria da susceptibilidade de acordo
com:
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Utilize a primeira destas relagoes para calcular a parte real da susceptibili-
dade sabendo que a parte imaginaria é dada por:

a) X (w) = ad(w — wy),

b) X! (w) = AN[f(w — w;) — O(w — wy)] com w; < ws e sendo O(w) = 0, se

w<0efw)=1,sew>0.

c) x'(w) = (w2_w%;;%_72w2-

5. a) Mostre que a férmula de inversao da transformada

f) dof
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b) Por transformagao de Fourier escreva estas relagbes no dominio do
tempo.

6. A transformacao de Holstein-Primakoff estabelece uma correspondéncia
entre os primeiros 25 + 1 estados, n = 0, ---, 2S5, do oscilador harmonico e os
estados de um spin S, m = —S5,---, S. Essa correspondéncia pode ser feita de
forma descendente ou ascendente, conforme se facam =S—noum=n—25.
No primeiro caso, a correspondéncia entre operadores é S =al25—N ,
§+:\/2S—NdeSZ:S—N, em que N = ala.

i) Verifique que sao verificadas as relagdes de comutagao dos operadores
de spin

bem como a relagao
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i) No limi S at S g i
ii) No limite S — oo temos s A o5 — a4 podendo-se tomar

% —1louS—S, =N, conforme for mais conveniente ou interessante.

iii) Verifique que neste limite as relagoes de comutacao e a relagdo atras
indicada conduzem a relacoes caracteristicas dos operadores bosénicos.

iv) Considere um spin em equilibrio termodinamico a temperatura T, na
presenca de um campo magnético H. Verifique que no limite S — oo definido
em ii) a fungdo de parti¢do, a magnetizacao e as fungoes de correlagao do
spin quantico S tendem para quantidades analogas do oscilador harménico.

v) Estabeleca a relagdo entre os operadores de spin e os do oscilador
harménico para a correspondéncia ascendente m = n — S. Parta das ex-
pressoes usuais para a ac¢ao dos operadores Sy, S_ e S, nos estados |Sm >
e implemente esta correspondéncia.

vi) Considere o Hamiltoniano de Heisenberg

<1,5> 7

para um sistema de spins numa rede de dimensao d. Reescreva o Hamil-
toniano usando a transformacao de Holstein-Primakoff. Considere o limite
S — oo e obtenha a aproximagcao quadratica para o Hamiltoniano. Por trans-
formacao de Fourier obtenha a relacao de dispersao das ondas de spin. De
que modo é que a magnetizacao, a baixas temperaturas, tende para o valor
de saturacgao (lei de Bloch)? Qual é, a baixas temperaturas, a contribuicao
dos magnoes para o calor especifico? Analise os resultados em funcao da
dimensao.

7. Demonstre as seguintes identidades, validas para quaisquer operadores:
[A, BC| = [A, B]C — B|C, A]
[A, BC| ={A,B}C — B{C, A}

[AB,C] = A[B,C] - [C, A|B



[AB,C] = A{B,C} — {C, A}B

[AB,CD] = A[B,C|D — [C, A|BD + CA[B, D] — C|D, A|B
[AB,CD] = A{B,C}D — {C, A}BD + CA{B, D} — C{D, A} B

[AB,CD] = A[B,C]D — AC|D, B] + [A,C|DB — C[D, A|B
[AB,CD] = A{B,C}D — AC{D, B} + {A,C}DB — C{D, A}B

8. a) Mostre que o operador nimero N = Y, a}sais comuta com os oper-

adores que tenham igual nimero de operadores de criacao e de destruicao.
b) Mostre que o operador S, comuta com os operadores que tenham igual
numero de operadores de subida S e de descida S_.

9. Considere um electrao num determinado estado, acoplado aos electroes
de uma banda de condugao, de acordo com o Hamiltoniano

H = hQala + 3" hapdlb, + Y (Vialby 4+ Vibla)
k k

Obtenha as equagoes de movimento dos operadores a(t) e bg(t). Resolva
formalmente as equagdes de movimento dos operadores by (t) da banda de
conducao e obtenha uma equagao de movimento efectiva para o operador
a(t) do electrao naquele estado. Interprete fisicamente.

10. Considere electroes numa banda de conducao, com energia E(E) e
que interactuam de acordo com o Hamiltoniano H; = U > ; N;3V;, em que
Nit, N;| sao os operadores de ocupacao electrénicos, no ponto ¢ da rede (mod-
elo de Hubbard).

a) Considere a aproximacao de campo médio e faca o desacoplamento
dos operadores de modo a definir o campo efectivo sentido pelos electroes de
cada polarizagao de spin. Considere uma situacao ferromagnética, uniforme
no espago.

b) Considere que os electrdes sao descritos pelo conjunto grande canénico
e escreva as equacoes autoconsistentes de campo médio.

c¢) Obtenha a linha da transi¢ao de fase, onde a magnetiza¢ao m se anula,
na ausencia de campo aplicado h. Particularize para T'= 0K e indique para
que valores de U existe transigdo de fase (critério de Stoner).
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d) Obtenha a susceptibilidade estatica %—T,’Z, em termos da susceptibilidade
de Pauli.

11. Considere o modelo de Hubbard para a interaccao entre electroes
de conducao. Usando as equagoes de movimento e o formalismo candnico
obtenha

a) a teoria de campo médio para as energias dos electroes,

b) a teoria de Stoner para as ondas de spin.

12. Considere a a teoria de Stoner do magnetismo itinerante, usando o
modelo de Hubbard.

a) Na aproximacao das fases aleatdrias a susceptibilidade transversal,
envolvendo uma média do produto dos operadores STS~ é dada por

Xo  (k,w)
1— UXS__ (ka L(J)

X+_(k7w) =

em que xg (k,w) é a susceptibilidade dos electroes, na presenga do campo
efectivo.

Em teoria da resposta linear, a funcao de Lindhard para esta susceptibili-
dade é dada por:

Xa__<kaw) = —l Z fq-i—kl - qu

VS Ern — & — (w—id)

Tomando k = 0, determine y§ (0, w). Facaw = 0 e interprete o resultado
obtido, geometrica ou matematicamente. Qual o limite de x§~(0,0) quando
A — 07

b) Determine x*~(0,w). Mostre que, na auséncia de campo externo h,
diverge quando w — 0, na fase ferromagnética. Explique a razao desta
divergéncia da susceptibilidade transversal.



