TOPICOS de MATERIA CONDENSADA
Mestrado em Engenharia Fisica Tecnologica
Série b

1. Considere um sistema de N particulas, com condicoes periédicas fron-
teira, que poderao ser electroes com spin com interaccoes descritas pelo
Hamiltoniano

N
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ou spins J com interacgoes descritas pelo Hamiltoniano de Heisenberg
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a) Indique uma forma de enumerar os estados do sistema, em geral, ou
se estivermos interessados em estados com um dado nimero de particulas ou
com uma dada magnetizacao.

b) Escreva um programa que calcule os valores préprios de energia e
os estados do sistema, usando métodos standard de diagonalizacao de ma-
trizes. A diagonalizacao exacta de sistemas finitos, conjugada com métodos
de extrapolacao, tem vindo a ser cada vez mais importante, dado o rapido
desenvolvimento das capacidades de cédlculo que tem havido.

c¢) Altere o programa de forma a implementar as simetrias de invariancia
para translacgoes e de conservagao de N ou S..

2. No método de Lanczos parte-se de um dado estado |0 > e aplica-se
repetidamente o Hamiltoniano, gerando a sequéncia de estados

H|0 > = €0|0 > +Oél|1 > (1)
H’l > = CYT’O > +€1|1 > +CY2|2 > (2)
H2> = o3|l > +€]2 > +az|3 > (3)

etc, que eventualmente é truncada, fazendo-se a diagonalizacao da matriz
tridiagonal assim obtida, existindo, para isso, métodos especiais. No caso
de haver degenerescéncia de estados, sera necessario recomecar usando um
estado ortogonal ao anteriormente usado.



No método de Lanczos modificado trunca-se logo no segundo estado,
ficando-se assim com a matriz

€ 01
Fegs = ( a) € )

na base dos estados |0 >, |1 >. Diagonalizando-se esta matriz obtém-se os
estados |0 >, |1 >’. O processo ¢é iterado tomando agora o estado |0 >" como
o novo estado |0 >.

Obtenha as equacoes necessarias para escrever um programa de computa-
dor para calcular o estado fundamental e a sua energia, usando o método de
Lanczos modificado. A grande vantagem computacional deste método é o
facto de ser preciso guardar em memoria trés vectores apenas.

3. a) Uma fraccao continuada é definida por

a
fo= bt (4)
1 b2+ﬁ
S A L (5)

‘ b1+ bo+ b3+

As aproximagoes sucesivas

f— A, a1 a ay,
" B, bi+b+ b,
sao dadas por
An - An—lbn+An—2an (6>
Bn = anlbn_FanQan (7)

em que Ay =1, Ag = by, B_.1 = 0, By = 1. Normalmente, na fraccao
continuada de um nimero toma-se a,, = 1 e as aproximagoes f, convergem
para esse numero alternadamente por valores inferiores e superiores.

a) Obtenha os primeiros coeficientes b,, da fracgao continuada do nimero
7. Obtenha as sucessivas aproximagoes f, correspondentes.

b) Proceda de um modo andlogo para a ‘“razao dourada” v = HT\@
Mostre que esta é a fraccao continuada de convergéncia mais lenta. Mostre
que ela é periddica e que v é portanto solucao de uma equacao algébrica.

Relacione com a sucessao de Fibonacci 0, 1,1,2,3,5,8,13,21,... Obtenha a



expressao analitica de A, e B, resolvendo as suas equacoes de recorréncia,
com as condicoes fronteira associadas. Mostre que lim,, o f, =7

4. Dada uma fung¢ao com um desenvolvimento em série de Taylor
f(@) = fo+ fiw+ for + -+ fraar™ T 4 -

a aproximagao de Padé n/d a esta série tem a forma

P (x) d+1
f(z) = + O(a™tt
() 0u() ( )
em que P,(x) e Qq(x) sdo polinémios de grau n e d respectivamente
P.(r) = po+pix+---+ppa” (8)
Qa(r) = qo+qz+-- 4 qar’ (9)

A aproximacao de Padé n/d é dada pelo quociente dos determinantes

fnfd+1 fnfd+2 T fnJrl
PP () = s : s
fn fn+1 e fn+d
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sendo fr =0se k < 0.

Calcule as primeiras aproximacoes de Padé, da forma 2n/2n + 1, para a
fungao f(z) = tan(x). Obtenha o valor do primeiro polo e do primeiro zero
dessas aproximagoes e compare com 7 € T.

5. Obtenha a expansao em cumulantes

<eM>=exp] A< A>
FINH(< A2 > — < A >?)
FIN(< A3 > 3< A2 >< A>+2< A >9)
Fo A< At > A< B >< A>3 < A2>?
+12 < A2 >< A>2 —6< A>Y)
_|_]



6. A transformada de Borel da funcao
fl@) =2 ana"

¢é definida por

a) Mostre que se tem

b) Calcule a transformada de Borel de f(z) = =

1
alinea anterior.

1

e verifique a relacao da



